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ISamenvatting
Een kenmerkende eigenschap van een fraktale structuur is zelfgeli jkvormigheid: wan-
neer we een detail van zo'n structuur ondet een vergrootglas bekijken ziet deze uitver-
groting er net zo uit als het geheel. Het zijn derhalve vormen die geen karakteristie-
ke schaal bezitten en ze zrjn dan ook invariant onder verandering van lengteschaal.
Dergeli jke vormen zijn al bekend sinds het begin van deze eeuw maar werden desti jds
beschourvd als wiskundige curiositeiten. Het pionierswerk van B. Mandelbrot heeft
echter duideli jk gemaakt dat in de natuur juist een grote verscheidenheid van dit
soort zelfgeli jkvormige structuren voorkomen zoals: bergketens, kustl i jnen, wolken,
bornen, bliksem enz. II i j  l iet zien dat het mogeli jk is dit soort gri l l ige structuren
kwantitatief te beschrijven door middel van een schalingsindex, de fraktale dimensie,
die een verband aangeeft tussen de l ineaire afmeting en het volume van een object.
Voor Euclidische vorrnen is deze dimensie geheeltall ig: een ii jn heeft dimensie 1, een
vierkant heeft dimensie 2 en een kubus heeft dimensie 3. fraktalen hebben echter over
het algemeen een niel-geheeltall ige fraktale dilnensie. De Koch-curve die in figuur
1.1 van dit proefschrift staat afgebeeld heeft bijvoorbeeld een fraktale dimensie van
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Naast fraktale structuren bestaan er ook fraktale distributies. Het histogram op
de omslag vair t l i t proefschrift is een voorbeeld van zo'n zelfgeli jkvormige distributie.
Omdat voor een adequate beschrijving van dit soort distributies een groot aantal
versclri l lende dirnensies nodig is, worden ze mullifraklalen genoemd. Deze rnulti-
fraktalen spelen een belangrijke rol in dynamische systemen, diverse groeiprocessen,
wanordeli jke systemen en turbulentie.
De fraktale karakterisering van structuren en distributies in de natuulkunde
bli jkt een succesvol uitgangspunt te zijn om bepaalde fysische eigenschappen op een
fenomenologische manier te onderzoeken: men kan simpele fraktale modellen ge-
bruiken om bijvoorbeeld geleiding en diffusie op zulke structuren te bestuderen.
Een meer fundamentele vraag betreft de fysische oorsprong van (multi)frak-
talen: waarom "kiezen" vele systemen voor een (multi)fraktale structuur? Om op
deze vraag in te gaan is het nuttig om onderscheid te maken tussen evenwichtssys-
temen en niet-evenwichtssystemen. Voor een aantal evenwichtssystemen is het al
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geruime ti jd bekend dat zelfgeli jkvormige (fraktale) f luctuaties gaan optreden bij een:.,"1i i :T:ffi fi?r"i:: 1:,.f{*l,t "g," o..i "*. u..i i.; Ilr i". * ;.:,;;;geheel ir 
"pgJ.r*d uit geleiderr"..-ojlr"J,ln:?"t,"#sch geleidend roost"er darmanier geleidende componenten gaan weghalen ,.r rr"i"-"r;J"JJJ:Tlli:1"::T;gaan geleiden en uiteindelijk in f,rokstukken uir""., uuri"n", "i. h""ft 
""n 
o.,r".funsplaatsgevonden van een gereidende naar een isorerende fase. Aileen precies op h"tovergangspunt, wanneer ee' kritische fractie gd"ia.rrJ" 
.li.,in*"nrun rs weggeknipten het rooster op het punt staat in te storten, bri jkt 
.tt.. t uktaul te zijn. De gelei-dende componenten vormen een fraktale structuur 
.r, a" ,f.nnrngsverdering over decomponenten is zelfs multifraktaal. Dit scenario is typisch ,"". 
3; orcre faseovergan_gen. Deze manifestaties van (murti)frJtui"n kun,run"J"h;; ;;; drenen ars verklaring
;::,1;:,:,i::I,il" 
vcrschijnseren ai" i,, cre naruur ;;il;;. Ze komen ameriiI
z ijr d o or 
" 
* 0. *, "',lTff ;.' f :" :: :.:ffiH3;:1rili1,:: 
"Xl ;f rru ;nn:geleidende componenten in het geval uun pu..ofuti.).
I '  vele niet-evenwichttproi"sr"' 
".hi"..*o.den zelfgeli jkvormrge structuren op
;"r:,:::;!::^:]u"t"' 
gevorrnd. Dit gebeurt in een groor';;;; zeer uiteenlope'tie
o turbulent ie
o er ek rro ch em is ch e d ep os *," lnTffi,T,'j;:ft : lJi L::n t e rne dia)o dii j lektrische doorslag (bliksern)
r  v ingervorming door het  in jecteren uan b i . luoorbe,erd water  i r r  or ieo epidemieverspreiding
rpopurat ieverspre id ing (bevoik ingsdichtheid incrrootBr i t ta ' ic)
r distributie van stenenstelseis in fr"t, f;..f"f
, 
zelfgerijkvorrnigheid ars functie van ti jd is ook.in een groot aantal verschijnse_ren waargenomen varieirend van beurskoersen tot rivierstand-en. Ttrrbulentie is waar-schijnli jk murtifraktaal zower ir ."i;;.;; t" tro rn uta"r" 
"oojr""l. l",r is er sprakcvan een spontane ontwikkering naar zelfgeli jr,rr.-iglr"iJ. 'b"' i i"r.n" 
oorsprong vandeze tendensen is echter in vele gevallen nog een raadsel.
""" ,jilf;::TrT::[r,l"l.';"..:""n:1,":.';";Xi:],',,1"*,1ff,i,it,::iiT,:tJl;rot  en ee'  samenvatt ing-van het proefschri f t .  In de hoofdsrrt t"r ,2,3 e'4 rvorderrsimpele fraktare u..r.-"ring"" 
.n^n rltl i;rr1"r" distributies beir.m"ra en ee, aa'talbelangri jke eigenschapp.n.hl .ruoo. 
" f8" i"ra. l r"ofdstuk s r"" , ."" . .ver stochasrischemultiplicatieve processen in het algeir""n un de fluctuaties ;;,;"n" qrarrrunrnecha_nische golffunctie van een elektron"in 
""n 
*ano.d"lijk ,yrt..,r' in't ct bijzonder. Eris hier duiderijk gemaakt ho" zo1, 
-Jioi..*i"f proces op eerr 'aruurlijke marrier[ot multifraktaliteit leidt. De nu.ruuti", iun een golffunctie van een er"ktron in 
"",.,
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l-dimensionaal incommensurabel systeem is het onderwerp van hoofdstuk 6. Dit is
een interessant systeem omdat er als functie van de sterkte van de potentiaal een
overgang plaatsvindt van een geleidende naar een niet-geleidende fase. Precies op
dit overgangspunt bli jkt de golffunctie rnultifraktaal te zijn. Hoofdstuk 7 is gewrjd
aan volledig ontwikkelde turbulentie. Een simpel voorbeeld hiervan is afgebeeld in
figuur 7.1 waar het water van een snelstromende rivier met grote snelheid langs
een brugpij ler gestuwd wordt. Er onstaan dan draaikolken die op hun beurt weer
zijn opgebouwd uit kleinere draaikolken etc. Versclieidene simpele fenomenologische
fragmentatie-modellen bli jken dit experimenteel waargenomen multifraktale gedrag
van turbulentie goed te kunnen beschrijven. In hoofdstuk 8 tenslotte wordt dieper in-
gega.an op een recentelijk ontwikkelde methode die het mogelijk maakt our de fraktale
dimensie van fraktale groeiprocessen op een analytische manier te berekenen.
